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ARBEITSGEMEINSCHAFT:

VEKTOREN IM UNTERRICHT
(ein Kurzbericht)

von

Jniv.=-Doz.Dr.H. Blirger und a.o.Univ.-Prof.Mag.lr.H.C. Reichel

In dieser Arbeitsgemeinschaft sollten grundsatzliche Probleme
bei der Behandlung von Vektoren im Mathematikunterricht in der
Unter- und Oberstufe erdrtert werden. Dabei sollten nicht Ana-
lysen coder Vorschliige der belden Leiter im Vordergrund atehen
(diesbeziuglich siehe z.B. [BFMR], [RE,], [Rzz], [ scHw], [BU] und die
dort jeweils verzeichnete Literatur), vielmehr sollen bei
moglichat breiter Beteiligung Probleme, Schwisrigkeiten, Quer-
verbindungen, Ideen, Ungereimtheiten, Vorteile und verschiedene

Sichtweisen entdeckt und besprochen werden.

Zu diesem Zweck wurden bereits vorher in 2iner Aussendung
an die angemeldeten Teilnehmer u.a. folgende Pragen vorgelegt: *)
- Welche Bedeutung haben Vektoren in der Mathematik und fir

andere Wissenachaften?
- Was ist ein Vektor? Wie sollen/kdnnen Vektoren in der Schule
definiert werden? Verschiedene Sichtweisen und Anwendungen.

- Wo bieten sich im Unterricht in Mathematik und Physik Gelegen-

heiten, den Vektorbegriff vorzubereiten?

- Wann und wie sollen/kdnnen Vektoren aystematisch singefiihrt

und behandelt werden? Welche Schwierigkeiten treten auf?

}

*) Auf Wunsch wurden vorher und nachher auch weitere Materialien
zugeschickt. Die beiden Leiter der Arbeitsgemeinachaft standen

zu vorher festgelegten Terminen unter anderem auch zur Literatur-
beratung zur Verfligung.
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- Wo bieten sich im Unterricht in Mathematik und Physik Gelegen-

neiten, Vektoren anzuwenden. In welcher FPorm kommt der Vektor-

begriff beil diesen Anwendungen zum Tragen?

- Was sollen Schiller am Ende der einzelnen Klassen von Vektoren
wissen? Mit welchen Rechenoperationen sollen sie jeweils ver-
traut sein?

- Welche Vorteile und welche Nachteile bringt die vektorielle
Behandlung der analytiaschen Geometrie?

- ¥as hat sich in den letzten Jahren in bezug auf das Thema
der Arbeitsgemeinschaft geidndert? Welche Absicht mag hinter

diesen Knderungen g&estanden sein? Vorteile ~ Nachteile?

Zu all diesen Punkten erfolgte eine rege Diskussion; zur
Fortsetzung der Arbeitsgemeinschaft liber das Zeitlimit hinaus
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wurde sogar ein weiterer, uraspringlich zicht vcrgesehener Termin
vereinbart und am 14. Mai 1981 unter reger Beteiligung abge-

nalten. Damit standen also insgesamt 4 Stunden zur Verfigung.

Das Ziel, "dort Querverbindungen und Probleme zu erkennen, wo

man chne weiteres Nachdenken vielleicht nur Zufdlle und Unge-
reimtheiten sehen mag", wurde unseres Erachtens durchaus erreicht.
Ebenso wurden viele konkrete Anregungen und Aspekte sowohl der
Theorie wie vor allem der Unterrichtspraxis erdrtert. In diesem Rah-

men 18t es natlrlich nicht m¥glich, auf die Diskussionspunkte

im einzelnen einzugehen.

Ein Schwerpunkt bei der Diskussion dieser Fragen war die

Rolle der Vektoren im Unterricht der AHS und die Vorstellungen,

die mit dem Begriff des Vektors im Unterricht verbunden wurden.
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In den derzeit geltenden Lehrplinen scheint der Name Vektor be-
reits in der 2. Klasse der AHI (6. Schulatufes) auf: "Die Kon-
gruenzabbildungen Geradenspiegelung, Schiebung (Vektor), Drehung -

o]

angewendet auf Punkt, Pfail, Dreieck und Vierscx". Tel der Be-
handlung dieses Themas im Unterricht steht allerdings das Kon-
struieren von Bildern einfacher Figuren im Vordergrund; der
Beitrag zum Begriff des Vektors beschrinkt sich zumeist auf die
Feststellungen, daB eine Menge von gleich langen, parallelen,
gleich orientierten Pfeilen ein "Vektor" hei8t und da8 sine
Schiebung durch einen solchen Vektor festgelegt wird, (Im fol-

genden sollen derartige Aquivalenzklaszen "Trarslationsvektoren"

heigBen.) Erst in der 3. Klasse kann die Zusammensetzung von

Schiebungen in Zusammenhang mit der Addition von asolchen Trans-

lationsvektoren gebracht werden. Doch bleibt diese Deutung als

Vektoraddition ohne Auswirkung bzw. Anwenaung, da s8ie zur xouu-
atruktiven Durchfihrung der Zusammensetzung von Schiebungen, die
ja (1t. Lehrplan und Praxis) im Vordergrung des Unterrichts
steht, nicht erforderlich ist.

In der 3. Klasse scheint der Name Vektor ein weiteres Mal
im Lehrplan auf: "Die Menge der ganzen Zahlen: ... Graphische
Darstellung (Punkte der Zahlengeraden, Vektoren) ... Die vier
Grundrechnungsarten (Veranschaulichung dsr Addition und Sub-
traktion mit Hilfe von Vektoren)". In diesem Zusammenhang kann
die Addition zweier ganzer Zahlsn, etwa die Summe (~2) + (+5)= (+3)

mit zwei Vorstellungen verbunden werden:
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(1) Bingt man an einen (-2)-Pfeil einen

o2
(+5)-Pfeil an, so erhilt man einen : t .+
(+3)-Preil. +3
(2) Geht man vom Punkt (-2) um (+5) nach
rechts, hiingt also an dem Punkt (-2) - g *
+5 i

einen (+5)-Pfeil an, so kommt man

gum Punkt (+3).
(Siehe hiezu z.B. [ BFMR], u.a.).
Yaitere Vorstellungen zum Begriff des Vektors erhilt der Schiller
in der Unter- und in der Oberstufe im Physikunterricht. So wer-
den etwa Kr#dfte durch Pfeile dargestellt, die nach der Parallelo-
grammregel addiert werden. Vektoren erscheinen hier als Pfeile
11t festem Anfangspunkt und nicht als Pfeilklassen (also als
Yengen gleich langer, paralleler, gleich orientierter Pfeile).
Analoges gilt auch fUr die meisten anderen Anwendungen des Vek-

torbegriffes in der Physik (siehe z.B. [ 3CHW]).

Eine systematische Behandlung von Vektoren ist derzeit vom
Lehrplan her erst in der 5. Klasse (9. 3chulatufe) vorgesehen.
(Die Prage, ob auch andere Schulstufen dafur in Frage kommen,
wurde aus Zeitgrinden nicht diskutiert.) Hauptanwendungsgebiet
ist die analytische Geometrie: Vektoren sind in erster Linie
Yerkzeuge, um analytische Geometrie Zu betreiben. Auch hier zeigt

eine Analyse, daB die Anwendung des Vektorbegriffes im allge-

meinen nicht mit der Vorstellung von Pfeilklassen verbunden ist.
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Vislmehr werden Vesktorsn meiat als Pfsils gesehen, deren An-
fangspunkt gewissen Binschrinkungen untaerliegt. Baeispielsweiss
wird der "Vektor AB" durch einen Pfeil mit Anfangspunkt A und
Endpunkt B dargestellt; "Ortsvektoren™ sind Pfeile mit dem Ur-
sprung des Koordinatensystams als Anfangspunkt; 2in "Richtungs-
vektor" wird durch einen Pfeil dargestellt, desssn Anfangspunkt
(irgendwo) auf einer Geraden liegt oder (stwa bei der Parsmetar-
darstellung einer Geraden) in einem gegebansn Punkt der Geraden
beginnt; der einem Normalvektor einer Bbens zugeordnste Pfaeil
hat seinen Anfangspunkt meist in dar Zbene, (®Vektoraddition®
bedeutet dabei jeweils stwas anderes.) Gelegentlich kann man
Vektoren auch als Punkte deuten, atwa kann der in der Xreis-
Zleichung :2==r2 auftretende Vektor ¢ sinen Punkt des Xreises
zngeordnet werden. Tn der analytischen Geometrie werden auBer-
dem auch Zahlenpaare und Zahlentripsl ala‘Vektoren angesehen
(was sich auch in der durchaus liblichen Schreibweise "a::(%)”
HuBert). Sie vorallem sind die eigentlichen Rechenobjekte, mit
denen die fir Vektoren Ublichen Rechenopsraticnen (Addition,
Multiplilkmation mit einer reellen Zahl, skalare Multiplikation,
usw, ) durchgefihrt werden. Im Ubrigen srscheinen Vektoren auch
in Anwendungssituationen vielfach als n-Tupel, man denke nur

an das Arbeiten mit Vektoren in der thaoretischen Physik, bei

Aufgaben der linearen Optimierung u.v.a.a.

tverlegungen, wie sie hier angedsutet wurdsn, ktnnen als

Grundlage fur sine Entascheidung Ubar das Problem der Definition

des Vektorbegriffes in der Jchule disnen. Disses Problem war sin

weiterer Schwerpunkt in den Diskussionan der Arbeitagemeinschaft.
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Vektoren werden heute in der Mathematik vielfach axiomatisch
(also impligit, formal) definiert, d.h. als Objekte, die die
durch dis Axiome eines Vektorraumes festgelegten EBigenschaften
pesitzen. Bei den verschiedensten Anwendungen kommen dann je-
weils verschiedene (wenn auch bei gleicher (endlicher) Dimen=-
sion isomorphe) Konkretisierungen zum Tragen, d.h. sogenannte
Vektorraummodelle. Im MU wohl vor allem: Ortsvektoren der Ebene
oder des Raumes, Translationsvektoren (= Pfeilklassen), Zahlen-
paare bzw. -tupel (d.h. "Zeilenvektoren" bav. "Spaltenvektoren"
des K und R3. u.v. auch n-tupel fir n>3).

Jedes dieser Vektorraummodelle kann - mit den entsprechenden
Verknlipfungen - im MU gur expliziten, inhaltlich konkreten De-
finition des Begriffes "Vektor" herangezogen wurden. TatsHchlich

ist wan im MU der AHS ja gezwungen den Veiktorbegriff von einem

konkreten Modell her aufzubauen und nicht etwa wie im wissen-

schaftlichen Lehrbetrieb von der formal axiomatischen Definition
auszugehen. Daraus ergibt sich (1.) das Problem,den Vektorbegriff
beim Schiller nicht auf dieses als Einstieg gewiihlte Modell zu
fixieren, und (2.) grinden dann die verschiedenen und oft sehr
gegensidtzlichen Unterrichtevorschlige. (Bine #hnliche Problematik
liegt ja auch beim Wahrscheinlichkeitsbegriff u.a. vor. vgl.
hiezu die Ausfihrungen in [RE;] und [REB]). Fir die Schule
scheidet eine axiomatische Definition des Vektorbegriffes aus
einsichtigen, aber hier ﬁioht weiter erdrterten Grinden aus.
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Zusanmenfassend bietan sich zur Dafinition wvon Vaktorea im

Unterricht u.a., folgende Miglichkeiten an:

(1) Vektoren werden als Pfailklassen definiert {wie dies estwa

im "Lehrbuch der Mathematik" von J. laub geschisht). Dadurch

wird es mglich, Addition und Multiplikation =it reellsa Zahlen
geometrisch zu dafinieren und nachzuweisan, dald dis Axiome sines
Voktorraumes erfullt sind, natirlich chne dles 30 auszudrilcken!
(Eine Definition der Addition von "Pfellen" is der Ublichen Wei-
se ist nur mglich, wenn disse Pfeils zlsichen Anfangspunkt haben,
Pfeile mit verschiesdenen Anfangspunkten k¥nnen auf diese Weise
nicht addiert werden. Deshalb sisht man gleicn lange, paraliiels,
gleichorientierte Pfeile als "gleich" an und fag8t sie in einer
Pfailklasse zusammen.) Bin Nachteil einer solchen Vaktordefinition
ist der, daB - wis bereits ausgeflhrt - sowchl in der analytischen
Qeometrie als auch in auBermathematischen Anwendungen die Pfeil-
klassenvorstellung zu den auftretenden Problemen melst nicht ad-
dquat ist. AuSerdem mu8 aus "strukturellen” Grinden mit Aqui-
valenzklassen von Pfeilen und Repriisentanten dieser Klassen ge-
rechnet werden, was eine Erschwernia mit sich bringen kann, die

dem Vekiorbegriff an sich und mit dem Rschnen mit Vektoren eigent-

lich nichts zu tun hat. Sis ist, kuiz gesagt, ja nur "modell-
bedingt". (Bzgl. 2iner genaueren didaktischen Analyse dieses
Aspektes siehe z.B. [ BFMR] oder [RE1].)

(2) Vektoren werden als Zahlenpaare (bzw. Zahlentripel) de-

finiert und diese werden - je nach Problemlage - als Pfeile oder

als Punkte der Ebene (bzw. des Raumes) geometriach dargestellt.
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Auch die Rechenoperatiocnen warden arithmetisch definiart und
geometrisch gedeutet. (Dies wird iam Arbeitsbuch "Mathematik
- Oberstufse” von H. BUrger, R. PFischer, G. Malle durchgefihrt.

- Genaueres siehe z.B. [ BFMR] . Diese Vorgangsweise xann als eine

Verallgemeinerung des Arbeitens mit reellen Zahlen angesehen
wyerden; der zweifachen gsometrischen Deutung der Zahlenpaare

als Pfeile und Punkte der Ebene entspricht die zweifache Deutung
der reellan Zahlen als Pfeile odsr Punkte auf der Zahlengeraden.
Auf dlese Weise wird eine flexible Handhabung des Vektorbegriffes
srméglicht, dis der Arbeitsweise dsr analytischen Cecmatrie ent-
gegenkommt : gecmetrische Jachverhalte werden arithmetisch erfaft, <%

BErgebnisse entsprechender Rechnungen werden gecmetrisch gedeutet.

(3) Der Begriff des Vektors wird {(vorerst) nicht als solcher
featgelegt, wohl aber werden bestimmte Modelle eines Vektorraumes

mit den entsprechenden Rechenoperationen behandelt und (-als spe=
sislle Arten von Vektorens definiert, etwa: Ortspfeile ("Orts-
vektoren"), Pfeilklassen {"TPranslationsvektoren”), Zahlenpaare

("Zahlenvektoren™. Es wird niemals von Vakioren® schlechthin

gesprochen, sondern z.B. von Ortsvektoren, Translationavektoren,
Zahlen~- (Spalten=-, Zeilen)-ysktoren. Der Begriff "Vektor" wird
allenfalls als kurze "fagon de parler" verwendet, allenfalls
arst in der 8. Klasse (12. Sehulstufe) im Zusammenhang mit der
axiomatischen Behandlung des Begriffes "Yektorraum". Dadurch
wird der Begriff "Vektor" - im Gegensatz zu (1) und (2) - nicht
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an ein spezielles Modell geknlipft, sondern es wird zwischen ver-

gchiedenen Arten von Vektoren unterschieden. Die Gleichartigkeit

|

dieser Modelle kann dann - wie gesagt - allenfalls auch zu einer
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spliteren Definition des Begriffss'Vsktorraus® f%hren. (Sishe
den Vorschlag in [RE1]).

(4) Mit Vektoren wird in der Darstellung als Pfeile und als
Zahlenpaare (Zahlentripel) - 30 wis mit\lahlan - als undefi-
nierter Begriff gearbeitet, auf eine 2xplizite Definition des
Begriffes "Vektor" wird also !berhaupt verzishtet,

Unabhiingig davon, welche Entschaidung iber die Dafinition
von Vektoren im Unterricht zetroffen wird, ist featzustallen,
daB der Begriff des Vektors - 30 wis Jeder Begriff - durch aine
Definition allein nicht geprigt wird, sondern da8 mit dem "wirk-

lichen" Verstindnis jedes Begriffes auch seine anachaulichen Vor-
stellungen und Anwendungen wesentlich verkniipft sind. Im Unter-

richt erscheint daher ein mogzlichst vielseitigzes Bild des Vektor-

pegriffes wunschenswert.

- Ein weiterer Schwerpunkt in dsn Diskuseiconen der Arbeits-

gemeinschaft war das Problem der Bedsutung der Vektoren fir die

analytische Geometrie im Zusammenhang mit dan Zielen das 'Inter-

richts in der analytischen Geometris.

Ein solches Ziel ist die Beschreibung von geometrischen Ob-
jekten und Beziehungen zwischen diesen Chjekten mit arithmetischen
Mitteln, EFa iat anzunehmen, da8 fir diess Beschreibung dis Ver-
wendung ven Pfeilen und deren Erfassung durch Zahlenpaare (Zahlen-
tripel) hilfreich iat (man denke dazu an dis Parsmeterdarstellung
einer Geraden cder die geometriache Ceutbarksit 2iner Glsichung
einer Ceraden mit Hilfe des Normalvektors). Allaerdings wirkt dis-

ser Zielsatzung entgegen, wenn fir die meisten Aufgaben, die in
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der analytischen Gecmetrie gestallt wsrden, Formeln bzw. Rezepte
zur L8sung bereitgestellt worden, so dald die {bersetzungsleistung
auf dis blo3e Auswahl einar Formel reduzisrt wird. Eine solche
Gestaltung dss Unterrichts in der aralytischen Qsometrie wirkt
auch zwei andersn Zieslsetzungen disses Unterrichtis entgegen,
nimlich der EBrziehung zum produktiven DPenken und der Ausbildung
des rdumlichen Vorstellungsverabgsna. Miglichkeiten zum produk-
tiven Denken bietet die analytischas Geometris in reichem Mage,
weil hiar wenige Kenntnisse und Partigkeitsn {(scfern nicht zu
viele Formeln und Rezepts vorgegeban werdsn) in vislfHltiger
Woise zur L¥sung verschiedenartiger Probleme kambinigrt werden
konnen., Bezlglizh der Ausbildung dss rHumlichen Vorstellungs-
vermdgens bringt die Verwendung von Vekicren in der analytischen
Geometrie u.a. den groBen Vortsail, da8 dis ¥snntnisse und Fertig-
kaiten, dis zum Betreibsan dar analytischen Secmetrie der Ebene
erforderlich sind, im wasentlichen auch fUr die analytischs Geo-

metrie des Raumes zum Tragen kommen kinnen/sollan.

Weltere Aspskts des Vektorbegriffes, dis im Bezug anf die
Unterrichtapraxis mehr od2r weniger eingehand diskutiert wurdan,

waren die Binfihrung der negativen Zahlan {3. Xlassa) und dis

Verwsndung von Vektoren bel der Bshandlung der komplaxan Zahlen

in der Oberstufe.

Fur ndhere Ausklinfte in bezug auf die Arbeitsgemeinschaft
bzw. Literatur etc, stehen dise Autoren dieses Kurzberichtes je~

derzeit zur Verfiigung.
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